CAPITOLUL I
SERII FOURIER

§1. PRODUS SCALAR

Fie (X, 4, R, °) un spatiu vectorial real, cu operatia interna notata
cu ,,+“ si operatia cu elemente din corpul R notata cu ,, "

Definitia 1. O functionala s definita pe X XX, cu valori in I se numeste
produs scalar, dacd si numai dacd ea este biliniard, simetrica si strict pozi-
tiv definitd. Avem deci :

Sy s (axy4-PBxs, y)=as (T3, y)-+Bs (x5, y), oricare ar fi a, B R,
oricare ar fi x;, x5, y € X

Sa si(@y)=s (1, ) ericaresar fi z, yic X,

85 §(x; ') >0, Yoricare¥arfi veX, x#0 .

Daca s este o functionald cu proprietatile Sy, S, S;, atunci are loc ine-
galitatea :

(s (x, 9)’<s (z, x) s (y, y), oricare ar fi z, yeX (1)
care poartd numele de inegalitatea lui Cauchy-Schwartz-Buniakovski.
Intr-adevir, daci y#0y, functionala s fiind pozitiv definitd, avem :
s (x+ay, x+oay)-s (y, y) >0, oricare ar fi a € R, oricare ar fi x e X.
Folosind proprietatile S;, S, S3, putem scrie
s (x, ) s (y, y)-+-20s (2, y) s (Y, y)-+e? (s (y, y))* =0, oricare ar fi o € R.
Daca ludm

Tk @, y) L reziltas si(miz) sy u) = ity

sin. i)

adica inegalitatea (1).
Iyaca 7 —=0% "atunei® sy, 7)=0"si s:(z,"0)=0.
Prin urmare, inegalitatea (1) este satisficuta si in acest caz.



§.2: SPATII HILBERT REALE

Daca (X, 4+, R, -) este un spatiu vectorial real, iar s un produs scalar
pe X, atunci functia p : X — R

¢ (2)= \/.‘s'—(;:y_n'). z eX,

este o norma pe X.

fntr-adevar, notind ¢ (@)= llz|l, avem :
Ny llall =0« \/s(l,ﬁl):() Esi(alr) =0 < 2= 0
N latyll= Vs @y, a4y) = s @ 0)+s (7, )+2s (@ y) =

TPy oy < izl £y P 235 (. 0)s @ g) =

Tyl =z T+ Tyly=

= llall + llyll, oricare ar fiz, y € X.

l

- Szl 4+ Ty lB 2Tl

Nz ezl = /s (o, ax)= JaZ's (z, 7)=| @

e
=Sl B [ opicate Yar i te <t MomichreYar il =,
Proprietatile N;, N,, N3 ale normei pe un spatiu vectorial fiind verificate
de functia @, spatiul X devine un spatiu vectorial normat.

Definigia 2. Se numeste spafiu Hilbert real, un spatiu Banach real in
care norma este generati de un anumit produs scalar.

Daca X este un spatiu Hilbert fata de produsul scalar s, se va nota<x, y>
in loe de s (2 ).
Putem deci scrie

el =y =z =S,

Inegalitatea lui Cauchy-Schwartz-Buniakovski se scrie in acest caz

=y > <l 2|l slby ll soulearesar fia iy = X

Teorema 1. Produsul scalar este o functie conlinud pe X xX.

Demonstratie. Fie 2, y, € X si sirurile (z,),¢ N> (Un)nex convergente in
norma generatd de produsul scalar, catre x, respectiv y,,.

Putem atunci scrie :

{ < Ty, yn>'<xo! !]0> I =7 1 <~T'n-':l'()s yn>+‘ <;l”0, yn'y0> I <
< I <j'r'/1,v"?10' yn> ‘ "‘I' : <-T‘Qv yﬂ—yo> i < H Tp—X, ” 3 ” Ju “ +

+ gl - M y,—y, Il
de unde {inind seama de marginirea in normi a sirurilor convergente, rezulta :

lim <z, y,>=<zx, y,>
n->co .



§.3. FAMILII DE ELEMENTE ORTOGONALE DINTR-UN' SPATIU
HILBERT REAL

Fle (X, =,>) un spatlu hilbertian # {0}.

Definigia 3. O familie {a;};cr de elemente ale spatiului X se numeste
ortogonald, daca si numai daca <<a;, ¢;>=0, oricare ar fi i, j eI, i#].

Daci in plus || a; [l =1, oricare ar fi i €I, se spune ci familia {«;}ic1
este orfonormald.

.

Definifia 4. Familia { ¢;};c1 de elemente din spatiul X se numeste
lotald, daca si numai daca relatia <z, a;>=0, oricare ar fi i € I, implica
leox.

Teorema 2. Dacd mullimea A={ a;};er este densd * in X, atunci ea
este o multime totalda in X.

Demonstrafie. Fie x € X, astfel ca <z, a;>=0, oricare ar fi i € I. Deoa-

rece A este densi in X, existi Coc Abive Nevw —limee,. Guminsa =z x, >—0,
n—->o
oricare ar fi n e N, avem si <z, lim “x, >=0 < <z, ©>>=0. Aceasta atrage
-0
2=0y, ceea ce demonstreaza afirmatia teoremei.

Teorema 3. Dacd {a;};cr este o familie ortogonala de elemente din spatiul
Hilbert X, a; #0x, i € I, atunci aceasta formeazi o multime liniar independenta.

Demonsirafie. Daca

n
Y Agap =
vik iy,
k=1 g

atunci

n n
5 - + |2
O=< l“gl ;\«,'ka,'k, (T,jj>: I‘gl }\«ka ﬁ,k, (I! i}' ” Cl,j” )

deci ?\,-7.:0. jel, n

Definitia 5. Dacd {a;};e1 este o familie m'togonalﬁ de elemente # 0%
<z, az>

H a; |%
se numesc coeficienfii Fourier ai elementului x € X in raport cu familia considerata.

din spafiul Hilbert real X, atunci numerele reale c; (x)= -, iel

Teorema 4. Daci {a;l;ern este o familie ortogonald de elemente
- . L j7el‘ . . t’ . e . .
#()x din spatml Hilbert real X, atunci, dintre Lloate combinatiile liniare
p'¢ { ] !
n
Z k; a;, cea mai mici abatere in normé de la elementul x € X, o are combi-
i=1
n
natia Z c; @;, unde ¢; 1 € 1, n sint coeficientii Fourier ai elementului @ in
i=1
raport cu familia considerala.

Demonstrafie. Trebuie sda aratam ca

n
; k; ~a;

inf

n
7T E Ci;
i=1

* A=X, unde A este inchiderea lui A in topologia normel lui X.



marginea inferioari luindu-se in raport cu toate sistemele de numere

{ki}lelv
Scriind expresia normei cu ajutorul produsului scalar, avem :

:c—ZAa,

i=1

n n
]
=<g— ¥ by, x— ¥ kit > =<gz>—<2,

i=1 i=1

n n n I
2
2 ]\’1-(1!->—< 2 ki(’i‘ .T:> ‘{”\': ol k,’(l,’, Z l\'i(lf\/"‘ ”.L' “ S
=1

i=1 i=1 = =1

n

—2 V ki<z, a;>+F Z 1 La P = i —2 El kel a; 1P 4
lvl =1 1= :
4 2 k21 a;l E (ki—c? @l + lz P — Y 2 lla; P

1=

De aici rezultd cd valoarea minimi a acestei expresii o obtinem daca

‘2 (ki—ci)® ll a; I =0,

=1

adica daci

ki=c¢;y i1€1, n.

Observafie. Din demonstratia acestei teoreme, rezulta pentru
iel, n, ci

n 7 n

Izl — Y 2llalf=lz—Y cal? >0,

i=1 =1

deci
n

YelalP <zl
1

=1

Aceasta meoalltdte ne conduce la urmatoarele consecinle :
Consecinfa 1. Dacia {a,,‘,,eN este o lamilie ortogonala de elemente
din spatiul Hilbert real X, iar x € X, atunci seria
@

Y, o2 [laglt

n=1

reale

["it"'(-'i;_

(2)

oy

unde c,, n €N, sint coeficientii Fourier ai elementului @ in raport cu familia

consideratd, este convergentd si are loc inegalifatea lui Bessel:

[ce]

Y oe2lla,lF <zl

n=1

Intr-adevir, folosind inegalitatea (2), putem scrie :

@

X 2l P =lim Z lla P <l

i=1 n-oi=1

)



In'particular, daci familia {a,},ex este ortonormala, atunci inegalitatea lui
Bessel devine ; : '

@
Zl of sl 2 1P 3
n=

si, prin urmare, seria piatratelor coeficientilor Fourier este convergenta.
Consecinfa 2. Din convergenta seriei din stinga inegalitatiii (3) rezulta
imediat ca
lim ¢, |l a, }'=0 “)

n--o

Daca familia {a,],en este ortonormald, atunci lim c,=0, adicd coefi-
cientii Fourier tind catre zero cind n — oo. =0

§.4. BAZE ORTOGONALE INTR-UN SPATIU HILBERT REAL

Definitia 6. Se numeste bazd orlogonald «a unui spaliu Hilberl real X,
o familie ortogonala si totald ce nu contine originea spatiului.

O familie ortonormald si tolald a spatiului X se va numi bazd ortonormald-

In cele ce urm:azi ne vom margini la spalii Hilbert in care existi o sub-
multime numirabila si densd in spatiu (vezi teorema 2). Astfel de spalii se
numesc spalii Hilbert separabile.

Observalie. Intr-un spatiu Hilbert separabil orice sistem orlogonal de
elemente este cel mult numarabil.

Intr-adevir, fara a restringe generalitatea, se poate presupune cd sistemul
de elemente {ai}iel este ortonormal. Atunci

Fa;=—=a; || = \/‘2— pentru orice i#j, i, jel.

L e B : . ; 1 . '

Considerdam acum, mul{imea sferelor S (u[; 5 ) i e I. Aceste sfere sint
disjuncte. Fie acum mul{imea {x,},ex peste tot densd in X. Atunci fiecare
sferd din cele considerate contine cel pulin un element din {z,},ex. In con-
secintii, multimea acestor sfere (si deci, mullimea elementelor a,) este cel mult
numérabila.

Teorema 5. Fie {a,},ex o [amilic ortogonald de elemente nenule din
spaliul Hilbert real X. Conditia necesard si suficientd ca familia {az}nen sa
fie 0 baza este ca orice element x € X sd poatd fi reprezentat sub forma

o0
v= Y, k,*a, 6))

n=1
Demonstrafie. Necesitatea. Dacd familia {a,},ex este o bazd ortogonala
a spatiului Hilbert real X, atunci ea este o familie totala.
Fie atunci x € X si
@

To= 2 Cp (,C) *Ay,

n=1

unde ¢, (x) sint coeficientii Fourier ai elementului x in raport cu familia {¢,},eN



Existenta lui x, se datoreste faptului ci seria Z c,a, este convergenta
. =1

pe baza inegalititii lui Bessel (3). Atunci, folosind proprietétile produsului
scalar, avem :

o2}
=T S0l > — < Lali>— =Ty >— = T, >— = E C AR ——
n=1
n n
=T, q;>— < lim Z Cilly, A >=<x,a;>—lim < Z cily, Ay > =
n->00 j=1 n->co =1

n (o]
=<z, a;>—lim Z C<ay, ;>=<T, q;>— ):, Cr=plly > =
n-oo j=1 n=l1

o0
=cllalP — Y en<an, a;> =c;ll a; IF —e;<apai>=cill a: [P —
n=|1

—c; lla; IP=0, oricare ar fi i eN.

Rezultd ¢ x—z,=0x, deci z=uxa,.
Asadar

©
Wl

L= ).I Cn (:l:) iy,
n=1

care este o reprezentare de forma (5) si necesitatea este demonstratai.

Suficien{a. Daca {a,},enx este o familie ortogonaldi de elemente nenule
ale spatiului Hilbert real X si are loc (D), atunci fie x € X, astfel ca

< x,id 5> =0moricate tarsfisnse Ni

Aceasta este echivalent cu
(s8]

= 2 k., a,>=0, oricare ar fi neN
i=1

De aici rezulta k,=0, oricare ar fi n € N si deci x=0x. Cu definilia 3.4, fami-
lia {a,},ex este totald si deci este o bazd a spatiului Hilbert real X.

Observalie. Reprezentarea (5), daci exisld, ea este unici si k,=c,, oricare
ar fi n e N. Intr-adevir,

=ria, 1 il

@
Cp= ——— T = e = Y ks o, > = ok, lla,P=E
n “ "” ”3 “(l,,”“ '2-11 ¢ s || ”“3 n n n

Prin urmare, seria Fourier a unui element x, relativi la o familie ortogonali
si totala {a,},enx , @,#0x, n €N, are ca sumi elementul respectiv.

Teorema 6. Fie {a,},ex o familie ortogonali de elemente nenule ale
spatiului Hilbert real X. Pentru ca familia {a,},ex si fie o bazi ortogonala
a lui X, este necesar si suficient ca oricare ar fi x € X, si avem

[ce]

lzlF= X ¢ Il a,li : (6)

n=1



Demonstrafie. Necesilalea. Daci familia { a,},en este o baza ortogonala
a spatiului Hilbert X, atunci conform teoremei si observafiei precedente, avem

o

r= Y, ¢, (%) *a,.

n=1

Putem deci scrie

5 -‘
alf=—= 0 >=< L (6 (0L Z CLans = }_' ¢l <a, a,>= L e lla,l?

n= Ti=1

Suficienla. Fie pentru suma pariiald de rang n a seriei Z |
egalitatea n=1

Il

lzli2— Y e2ll adP=
l

=

, (7)

n 2
2 C;a;

i=1

adevirali pe baza observatiei la teorema 3.4.
Dac# egalitatea (6) are loc, atunci prin trecere la limitd in (7), deducem

(o5} 2
= ||z [E— lim 2_, ¢ || a; =l z— lim E ca; If= ||z— Y ciaq
=

n-»o0 i=1 n->co i=1

ceea ce implica
[e0]

XT== 2 Cily.

i=1

Foios}nd teorema prpcedentzﬁ, re'zul’rﬁ ci familia {a,},ex este o bhaza

ortogonald a spatinlui Hilbert real X. g ;
Cu aceasta teorema este complet demonstrata.

Egalitatea (6) din teorema precedentd se numeste ecuafia de inchidere a
familiei {a,}l,ex sau condifia de completitudine a lui Parseval.

§.5. SPATIUL L2 (D). SERII TRIGONOMETRICE.

Fie D un domeniu compact si mésurabil Jordan din R sau R2

S& notam cu 92%‘ (D) — familia tuturor functiilor reale definite pe D
si de pitrat integrabil.

in aceastd multime introducem relatia de echivalenta , ~* definita astfel :

fl Nfg o fl (l)——:fg (.T) a 'p 't}‘

Multimea cit £} (D)/ ~ o vom nota cu L§ (D), iar elementele ei, pentru
a nu complica scrierea, le vom nota cu aceleasi simboluri ca si ale lui £3 (D).

Multimea L'i’i (D), cu operatiile de adunare a functiilor si inmultire cu
scalari reali, devine un spatiu vectorial real. Fie acum functia:

< >:LA MLy D) —R,

\

* f, (x)=f, (v) @a-p-t (aproape peste tot) < masura Jordan a mullimii M={xe Di
)V 1y (x)#1a (v)} este nuld.



definitd de egalitatea :
<t g>={, 1@¢@a @®)

Aceastd functie este un produs scalar pe 1% (D), fata de care acesta
devine un spatiu Hilbert real.

Intr-adevir, folosind proprietitile integralei, avem :

Si <aliBhg> = § | (@f, @480 (1) g (1) dv=

=af b @e@avtp | b g @ dv=a<h, g>+B<l g>
Ve, BeR, Vi, I, gekLl D)

Se.  <fg>= S(D) [(2)g (2) dv = S(D) g @)@ dv=-<g, [>

oricare ar fi f, g € L% (D)

i — ) £ (2) dv= A
Sipterlonaiifs S(D)f(n) F (2) dv S(mf (@) dv>0,
oricare ar fi feL? (D), f+# 0
elementul nul fiind o funclie egald cu zero ,aproape peste tol* in D).

Inegalitatea lui Schwartz-Cauchy-Buniakovski se va scrie atunci sub
forma TR :

(S(D) f(x) g (2) dv ’2 < !’S(D) 2 (2) dv) (S(m & (2) dv) :

si pentru g (x)=1, oricare ar fi x € D, ne conduce la urmiitoarea inegalitate :

2
R

lS‘D; L@ dv) <26 S(n) £ () dy 9)

Folosind produsul scalar (8), spatiul L} (D) devine spaliu vectorial nor-
mat, punind

- 2 pe g A 9 4
£l = VS(D)f (x)dv, oricare ar fi fe L} (D) (10)
Sd aratam acum cd spatiul L% (D) este complet.
Fie (f,),ex un sir Cauchy din L (D), adici
oricare ar fi >0, existi me € N :oricare ar fi p, g>m.; p,geN =

Pe baza relatiei (9), avem alunci

iy |15 @t [av < 0 2§ 1,001 @Favs e v @y



1 : :
Luind e= ST existd un sir crescalor de indici (n));en, astfel ca

&

1

I 5

nr1 '_'f'nk ” =

<o
‘ Deducem deci cit seria IE- i ;",,k‘%_ll»—f,,,k[l este convergentd si prin urmare
si seria S

Z S(I)) [ f”k+l (.ZU) '_f/zvk (1‘) l dv

7=
este convergenta.
Aceasta atrage ci seria

@

E l rnk+1 (1")_/‘.711; (I) ]

k=1

converge aproape peste tot pe D.

Cum
kel

f=fm+ B [ngyy =T

sirul (fn, (¥))rex converge aproape peste tot pe D.
Fie f: D — R, definitd astfel :

I }im by (1), penttu zeCcD

R= s
1 0 ,  pentru xeD—C

unde C este multimea de convergentd a sirului ([, )ren. Evident v (D—()=0.
Fie acum ko e N asa ca n,,>me.
Pentru p>me si pentru k>k;, avem

S(“) [£5 (%) — [y (O dv<e?

De aici se deduce ci [[, (v)—f (2)]* esle integrabil si ci

5“” [, (£)—£ (@) dv < &2

Functiile f, si f,—f fiind de patrat integrabil pe D, deducem ci si [ esle
de patrat integrabil pe D, iar ultima inegalitate ne demonstreazi cd sirul Cauchy
(f.)nenx contine un subsir convergent, ceea ce inseamni cd el este convergent.

Cu aceasta teorema este complet demonstrata.

In cele ce urmeaza vom folosi spatiul Hilbert real L} ([a, 0]) cu produsul
scalar

ll
—bo>- S f(r)g (x)da (10"
1

¢



si spatiul Hilbert real L% (D) (D — domeniu compact si masurabil Jordan,
din R?) cu produs scalar

<t g>=, 1@y e @y dedy (10)

Sa aplicim acum unele rezultate obtinute in paragrafele precedente ale
acestui capitol, in cazul spatiului LE([—1 T]).

In spatiul L} ([—/, {]), mullimea functiilor continue este o multime densa.
De aici rezulta cé si multimea polinoamelor este densa.

intr-adevir, daca f este o functie de patrat integrabil, atunci pentru

orice £>0, existd o functie continua g :‘[—l, {] 4 R, astfel callf— g |l < —;- g

Acesta deoarece functia f fiind de patrat integrabil, putem acoperi mul-
timea punctelor de discontinuitate cu intervale astfel ca suma integralelor

= : b Sl s (2 a :
functiei f2 pe aceste intervale si fie mai mica ca 5 Fie acum functia

¢:[—L ] - R, egald cu f in afara intervalelor de mai sus si egala cu zero
in interiorul lor. '

Si acoperim acum punctele de discontinuitate ale functiei ¢ cu intervale
a caror lungime totald h sa satisfacd conditia

4M?h < ‘unde M= sup |(p(x)]

€
4 ’
Vom putea acum alege drept fu'nct,ie g, funclia continui pe [/, [] egala

cu @ in afara intervalelor de mai sus si liniard in interiorul fieciiruia dintre ele.
Avem atunci

1 7
I, l@-g@Pdr=_ @9 @+9@—g @] do<

S [f (x)— cp(x)]z dx+2S [ @) —g (@) de<e

In baza unei cunoscute teoreme a lui Weierstrass, existd un polinom P (z)
asa ca

lg@—P (@) | <

le

Rezulta atunci

lg—P Il =\/ Si lg (x)—P () |2 dioe \/ Sl_l_g-dh
\/ \/ 21_\/‘32 #%_

e
lf—Pll <lf—gll+llg— Pll<7+—2—

deci

=€

8 — Matematici speciale

10



-Vom ardta acum cd mulfimea polinoamelor trigonometrice de forma

= kx
Z [ak coS — x—l—bksm ¥ 3 x]

este densd in L2 ([—1, I]).
intr-adevir, daca f € L% ([—1, 1), atunci pentru orice £>0, existi o func-

tie g: [—1, I[] > R, continui, astfel ca
[
If—gll <—-

Functia g fiind continud pe intervalul compact [—[, [], este mairginitd
pe acest interval. Existd deci M >0, astfel ca

| g (x) | <M, oricare ar fi x e [, [].

Fie 0<e<<8M /2] si 6>0, astfel ca

2
o<

Sa considerdm functia continua h:[—/, []— R, definitd astfel:

9 (—=l4+8)—g ) ol (6=Dg(O)+1g(—1+9) Bt

h (z)= 8 4 gaca z e [—146, ]

g (@) :

Observind ca h (—I)=g ()=h (I), deducem
| h(z) | <M, oricare ar fiz e [ I].

Putem atunci scrie
1 =140

lg-r={ E@-b@Pa={

2
[g @—h @Pdz< (2M)P< ( -jj—) :
de unde

4 € e 3e
lf—=hll < “f—-g"—i-||g'—h"<7+z——'z—-

Pe de altd parte, folosind a doua teorem# de aproximare a lui Weierstrass,
existd un polinom trigonometric P (), astfel ca

| b (x)— P(ﬂ»‘)|<4\/—
de unde rezulta
l &2 &2
I h—P | = S h@—P@Pdo < 2=
Vom avea atunci

3
li—P I < nf—hu+uh—Pu<—43+ %=s

1



Am aratat astfel cd multimea polinoamelor trigonometrice este densd in
Ly ([=L 1.
Fie acum in spatiul L} ([—, {]) familia de functii

{1, cos B—n—x, sinﬂx} (11)
l l neN
Aceasta familie este ortogonala.
Intr-adevir, prin calcul se stabileste ci, folosind pentru produsul scalar
formula (10'), avem :
1 1

nm . nx ; :
S cos 55 :cd:v=S sm—l— x dx=0, oricaie ar fi n e N
= 4

1
S cosp—z—nx cos glfx dx=0, oricare ar fi p, ¢ € N, p#q,
1

1 e

S sin %Ex sin ST 2 dx=0, oricare ar fi p, e N, p# ¢,
=7

!
S sinelglx cos%f—tx dx=0, oricare ar fi p, geN
i

Familia (11) este si totala.

Intr-adevir daci un element f € L3, ([—/, []) este ortogonal familiei(11),
atunci el este ortogonal si oricirui polinom trigonometric si, cum mulfimea
polinoamelor trigonometrice este peste tot densd, rezultd f=0.

Familia (11), fiind ortogonald si totala, este o baza a spatiului Hilbert
real L2 ([—1, []) si conform teoremei 5. orice element feLZ ([ —/ []) se
poate scrie sub forma

f(:t)=$-°+ p (a,, coslJE :c+b,,sin’lg—1—x) (12)
2 n=1\ l l
unde
nmw
ﬂ_<f(x), 1> - <f(x), COSTx>
9 = e o < nm ]2
oS —2Z
l
<f (z), sin il X
l : :
by= 3 , oricare ar fi neN
MR
sin — x
{
Tinind seama de expresia produsului scalar (10"), avem
1 ¢ 1 niw
ap= —— fi(m)da: aﬂ=——S f(x) cos —zdzr;
l J_; g ey l

(13)

1
bn=—}—s f (x) sin I;—n:c dx; oricare ar fi neN
21
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Seria (12), in care ap, a,, b, ; n € N sint calculati cu formulele (13), se numeste
seria Fourier trigonometricd a functiei f pe intervalul [—/, []. Convergenta seriei
se intelege in sensul normei spat;iului L% ([, 1]), adica daca

n
Sa (X)= 70 g (a,, cos—ln x4+ by sml{lix )

avem

lim \/ {1t @—s. @F de—o.

Datorita acestei expresii, se mai spune ca convergenta seriei (12) este
in medie patratica.

Evident, sistemul (11) fiind o bazi ortogonald a spatiului Hilbert real
L% (L 1), conform teoremei 6., este verificatd ecuatia de inchidere (6),

care se traduce prin egalitatea :

/4 ©
l )
S_,- P (@) do= 53+ 1% @+ b3). ‘ 14)
Consecinta 2 din paragraful 3 ne conduce la
x : [ 9e ou =
lim S £ (z) cos XX pdz—1lim S £ (z) sin 2% g dz=0,
n-o l l n-co vY— /
sau si mai'general': '
Bit) 2 gl t]
S i (x) cos —I-l— z dx—hm S f (x) sin — z dz=0
nam a n-om l

pentru orice [a, b] (= [ l l]
Intr-adevar, fie
f(x),- .@€]a, b]
$6=10, " seiot iG] .
Functia g este evident cu pétrat integrabil pe [, I] si conform formulei (4),

avem :
1 ' ey

lim g (:r:) cos = zdr— llm S g (x) sin T 2 dz=0
n-co l -1 l
Pe de altd parte, din definitia functiei g rezultad ca
1 s 157 b
S g (x) cos t%cx dz— S f(x) cosv,n,—;tx dz
= a

si
S g () sin—nlixdx= S. f (z) sin %ﬂ—x dz,
=0 :
de unde deducem R e
=S b b
lim S f (x) cos M jr—lim S f (z) sin nTn:_x dz=0
n-ova a 3

0 n-w
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“'Fie dcum f: R — R, periodici de perioadd 2l si de patrat integrabil pe
[ l [}. Atunci seria Fourier atasatd functiei f, -este tot de forma (12) coefl-
mentu putmd fi calculati’si cu formule : :

g = a+2l ' 3
fan——éll-g- 'f(x)cosil—-xdx
P EN U ef0): s e (19)

l 1 ot : g
bn=v———g f(x)sm —xdx

g L
deoarece pentru functiiperiodice,de perioada 2[, intervalul de integrare [—I, []
poate fi inlocuit prin orice alt interval de lungimea 2.

- Pentru astfel de funectii, putem atunci scrie : .
oh 39, i iRt
limS f(x) 0§ —- x dz=lim S f(x) sm——— xdx O
i ; n-oova l . .n»ova l
oricare ar fi a, b€ R, : Saial i g paaa

Observim din cele de mai sus ci-unei furictit date ise poate atasa o serie
trlgonometrlca -atunci cind se pot.determina coeflcxeni;u sai.Foyrier.. -

Desigur, in acest caz se pune intrebarea:.seria trlgonometrlca atasaia-
functiei f:[—[, [] > R este convergenti ? Daci da, atunci ¢é legitura existi
intre suma acestei serii si functia f?

Deoarece in multe probleme de tehnici sint necesare dezvoltari in serii
Fourier a functiilor monotone pe portiuni, respectiv continue pe portiuni,
dam in incheierea acestui paragraf notiunile necesare si criterii de conver-
gentd a unor astfel de serii.

Definitia 7. Functia f:[a, b)] >~ R se numeste monotond pe portiuni
pe intervalul [a, 0], dacd si numai dacd ea este continud in punctele acestui
interval cu exceptia eventual a unui numar finit de puncte in care insd are
limite laterale finite, si intervalul [a, b] poate fi descompus intr-un numir
finit de subintervale pe care f si fie monotona.

Definitia 8. Funectia f: [@, 5] > R se numeste continud pe portiuni pe
intervalul [a, b], dacd si numai daci ea este continua in punctele acestui inter-
val cu exceptia eventual a unui numaér finit de puncte in care insi are limite
laterale finite.

Teorema 7. (Dirichlet). Daca functia f: R — R, periodica de perioada
2l, este monotona pe portiuni pe intervalul [—{, ], atunci seria trigonometrica
atasata functiei f converge in fiecare punct x € R citre media aritmeticd a limi-
telor laterale ale functiei f in punctul x, adica

f(x+0)+f (z—0) 00+ Z (anCOS i x-+b, Sll’lll;jx) ok (16)

De asemenea, seria Fourier a functiei f converge uniform pe orice interval
[a, b] = R pe care functie este continua.

Teorema 8. Daca functia f:[—[, [] > R si derivata sa f’ sint continue
pe porfiuni, atunci seria trigonometrica -atasatd functiei £ converge in: fiecare
punct x € [, [] ciatre media aritmeticd a limitelor laterale ale functiei f in
punctul x si converge uniform pe orice intervali [a, b] = [—[, [] pe care f este
continua.

14



Evident, dacé f : R — R este periodicd de perioadd 2/ si satisface pe inter-
valul [—[, [] conditiile din teorema 8, atunci seria trigonometricd atasata
functiei f este convergentd si are loc formula (16) pentru orice x € R.

Subliniem faptul ca ipotezele celor doud teoreme, in general vorbind,
nu sint echivalente. Astfel existd functii care satisfac conditiile teoremei 7
dar, nu satisfac conditiile teoremei 8, si reciproc.

Exemplu, functia { definita pe intervalul [—x, @] prin

e
' sin —» pentru z# 0

f(x)=
0 . pentrnt =0

si indeplinind conditia f (z42n)=f (z), oricare ar fi x € R, satisface condi-
tiile teoremei 8 si nu satisface conditiile teoremei 7. Pe de altd parte
existd functii continue si monotone pe portiuni pe intervalul [—m, @], care
nu au derivatd intr-o infinitate de puncte ale intervalului [—m, ], adicd nu
satisfac conditiile teoremei 8, dar satisfac conditiile teoremei 7, dacd bine-
inteles f (z+-2m)=f (), oricare ar fi z € R. -

Aplicatie. Si se dezvolte in serie Fourier functia f de perioadd 2, defi-
nitd pe intervalul (—m, m), prin:

L A z, Oge<n
= 0, —n<z<0

Rezolvare. f are reprezentarea grafica din figura 1.

Y4

|
! | l
:pay | | AL
=3f6:r 2T T 0 T 2T it G v| &

Fig. 1.

Conditiile lui Dirichlet sint indeplinite, daca in punctele de discontinui-
tate, x=(2k-+1) m, k €Z, atribuim functiei [ valoarea

€ I ki ﬂ/ .

[(2k+1) )= -

«
e

Atunci seria Fourier a functiei f converge pentru orice x € R si putem scrie :

.+
i) — —(_;9 - 21 (a, cos nx+0b, sin nx)

n=

Coeficientii a,, a,, b, (n € N) sint dali de formulele (13)

1 S“ is 1 S“ o
i _nf(x)dx—? ozdx— 5
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g 1 S“ ek i it
A= ?S_nf(x) cosm:da::-in— Oxcosm:dx— = ==
0, pentru n-par
e ’h entru n impar
x P Ritt:
il fit ; = gt
bnz_l—g f(@)sinnx dz= 1—8 z sin nx dz= S (=102
T ek T 0 - n AL

In consecinti, dezvoltarea ceruti este

. sin2¢

n 2. 5
f(z)= o “+ (— - cos rtsinz | — o

9 et v sin 4z

+ .—ﬁ-cqs x—l——S—sm.qc + ...

Pentru z==0, obtinem

4

1 1
(1+'§2‘+‘¥+ ...):

alw

I
0= —

de unde

= 1 1%
,,gl Cn—1F - iB:

Observim din acest exemplu ci, folosind dezvoltarea in serie Fourier a
unor functii, putem afla sumele anumitor serii numerice convergente.

Intrucit in multe probleme de tehnici modelarea matematicd a feno-
menelor conduce la ecuatii diferentiale a ciror solutionare este legata de folo-
sirea seriilor trigonometrice si a operatiilor de derivare a acestora; vom incheia
acest paragraf cu prezentarea conditiilor in care converg derivatele seriilor
trigonometrice ale unei functii date.

Fie [ o functie continud de perioadid 2/, admitind derivate pina la ordinul p,
din care primele p—1, continue, iar a p—a absolut integrabild. Atunci au loc
urmatoarele :

1) seriile trigonometrice ale celor p derivate pot fi obtinute prin derivarea
termen cu termen a seriei trigonometrice a functiei f si toate aceste serii, in
afarad eventual de ultima, converg cétre derivatele corespunzatoare.

2) pentru coeficientii Fourier ai functiei f au loc relatiile

lim n? a,=lim n? b,=0
n-oo n-»o

Pentru a demonstra prima afirmatie vom observa ci pentru coeficientii
Fourier ai lui f’, avem :

nmw X nw
ay=0, dan= —b, si bn=— —a,

l l
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Aceasta ne dovedeste ca seria trigonometrica a lui f' (z) va fi:

= N nm S T
E (b c0S — T—a, Sin —
n=1 l [ l

adicd seria ob{inuta prin derivarea termen cu termen a seriei Fourier a functiei f.
In mod analog se demonstreaza afirmatia 1) pentru derivatele pini la ordi-

nul p ale lui f.
Converoenla tuturor seriilor obtinute prin derivdri termen cu termen, in

afard eventual de ultima, citre derivatele corespunzitoare, rezultd din deriva-
bilitatea acestor serii (pina la ordinul p—1 inclusiv).

Cea de-a doua afirmatie se verifica imediat daca {inem seama de faptul
ca f (@ este absolut integrabila si deci coeficientii sai Fourier converg la zero
cind n — oo. :

Plecind acum de la o serie trigonometrica

-I- 2 (a,,cos——a:+b,, m,wzfr)

se poate demonstra cd daca coeficientii a, si b, satisfac relatiile :
Znlay il < M n2b, <M (p=2, M_-u)ns’rant)

atunci suma seriei date este o funciie continua de p(‘l‘loadd 21, ddmltmd p—
derivate coutinue care pot fi ob{inute prin derivaréa termen cu termen a seriei.

§6. SERII FOURIER ALE FUNCTIILOR PARE $I IMPARE

Teorema 9. Daca f:[—[ [] > R este o functie pard, atunci seria trigo-
nometrica atasatd are coeficientii :
1
) nit
a— 7VS f(x) cos —z da .
Yoo Shive @) l neNu {0} (17)
\'b =0

Demonstralie. Intr-adevir, conform formulelor (13), avem :

1 l
ay== "Z' S

0
[ (x) cos 11"5 e dr— 1l S [ (x) cos l‘l—? x da+
=7

i

] : 9 :
-+ —1—S f (x) cos £ g S f(x) cos o de neNuU {0}
[ Yy [ [ Jy i

Aceasta deoarece f si cosinus sint functii pare pe intervalul [—/, []. Pro-
cedind analog pentru calculul coeficientilor 5, si tinind seama ca

sin (— ?Z—j—tt )::~ sin %I—El, oricare ar fi e [—1, (]
Obtinem :
1 ¢ n 4 nm ‘ '
b,=— TS f (¢) sin -tdt—]— - S f (x) sin —l—~x dz—0,
0

oricare ar fi n e Ny {0}
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Teorema 10. Dacd f:[—I [] > R este o functie impard, atunci seria
trigonometrica atasata are coeficientii

a,=0

b":'zTSof(x) sin?mdx mel b {0} e 48

Intr-adevir, procedind prin calcul direct pe baza formulelor (13) si {inind
cont cd f este impara, adica f (—t)==—f (f), oricare ar fi { € [/, ], obtinem
formulele (18).

Observafie. Formulele (17) si (18) ne simplificd mult’ volumul-de calcul
al coeficientilor Fourier in cazul cind funcl;ia f este pard sau impara. Seria
Fourier a unei astfel de functii contine in dezvpltarea sa numai cosinusuri sau

numai sinusuri.

Dacid functia f: [0, [] — R este de patrat integrabil sau satisface conditiile
din teoremele .7 sau = 8, atunci se poate pune problema de a dezvolta aceasta
functie in serie de cosinusuri sau in serie de sinusuri.

Acest lucru este posibil, prelungind mai intii fumetia de pe intervalul {0;]
pe intervalul [—[, 0] prin paritate, respectiv prin imparitate, iar apoi pentru
noua functie obtinutd si facem dezvoltarea in serie Fourier, folosind. pentru
calculul coeficientilor Fourier formulele (17) respectiv (18). Cum insa in for-
mulele (17) si (18) vor figura numai valorile: functiei f date pe segmentul [0, ],
fti-aplicatiile practice prefungirile’ respective nu se vor- mai face efectiv.

sxemplu. Sa se dezvolte in serie IFourier de u)smubun [unclia f delinitd
pe intervalul [0, m] prin f (z)==.

Rezolvare : Vom prelungi functia pe [—m, 0] prin paritate iar apoi prin

periodicitate pe toata axa Ox ca in figura 2.

YA

=20 =T W /A 2T X
Fig. 2. -

Notam functia periodica din figura 2. cu g.
Functia g satisface conditiile teoremei lui Dirichlet si va avea, in con-
secintd, dezvoltarea :
a =]
0 ; 2
g(x)=—2—+ E a, cos nx
n=1

Coceficientii a, si a, (n e N) vor.fi dati de formulele (17). Avem asadar

11
a,= —S rdr=mn
T Yo

0, pentru n-par

2.¢" 2
an=—s Z cos nx dr = — -1 —1]= ;
T n® g , pentru n impar
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si deci

o L _%Z cos (2n—1) x

= T OnoIR

Pe intervalul [0, m] functia g coincide cu f si prin urmare, putem scrie :

I\Jl q

§ cos (2n—1)z
n=1 (2“—1)2 ’

i 4
T z< 0.7

§ 7. FORMA COMPLEXA A UNEI SERII TRIGONOMETRICE

Fie fe L ([—1, 1]) si seria ei trigonometricd

l

unde i Ay b, (NN sint coef101ent11 Fourler datl de: formu.lele (13)..:

" Suma partiald de rang n a acestei serii se-va putea scrie sub o forma ‘mai
condensata, daci folosim formulele -

f(alt)..w——-—l— 2 (an cos-—x+b sm’lJ—Tx) c'e

em Feix el __ g-ia

COS 0= ——;é——, sin 0= ——pr—, (19)

1

deduse din identitatea lui Euler,
ei*—cos o-}-1 sin a.
Intr-adevar,

n

gy mit . InJt
Barw = -+ 2 ((1,,, cos = z-+b,, sin e =

m=1

. I .t mJjt mit

o n el-T x _I“U_ITQ: e]—l— x —‘0_17 x
o= - U o = bm 5 =
= m=1 2 9
n . - mn mn
o Ay — lbm L5 (lm+lb172 —i — X
=.—+2(—-—e iyl re
2 m=1 2 2
Notind
ay Ay —ibp, Apt+iby,
€= ey Cp = e Cop = ——2——- ““meN (20)

atunci suma partiali de rang n a seriei Fourier considerate, va fi

n . mi =
Y iege @1)
m=-=n
Cu aceasta, f (x) se poate scrie sub forma
= LAY
B(a)eer Sile, 014 7| (22)

n=—00

care poartd numele de forma complexd a seriei trigonometrice a lui f (x).
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Coeficientii ¢, dati de formulele (20) se numesc coeficienlii' Fourier com-
plecsi ai funcfiei f.

Exprimind coeficientii Fourier reali ai functiei f, dupa formulele (13),
obtinem pentru coeficientii Fourier complecsi formulele :

1 : —i'itx '
Cn— —2—lS f(®)e ! dx, oricare ar fi n e Z. (23)-
Observalie. Coeficientii ¢, si ¢_,, (n € N) sint numere complex conjugate
Aceasta rezultd imediat din (20).

§ 8. INTEGRALA FOURIER

Fie f: R — R, de pidtrat integrabil pe orice interval compact [—I, [].
Atunci, pe un astfel de interval, f poate fi dezvoltata -in’ serie trigonometrica
si avem :

: 20 o fI0 L e
f(m) = -}- Z (an c0s$ —= b, sl — & )
n<+l l l :
unde o, a, si b, sint coeficientii Fourier dati de formulele (13). Inlocuind
expresiile coeficientilor in seria trigonometrica, putem scrie
1

f(m):%s f(l)dl}—z—-s f (1) 05—(l~1)dl

=1

+ o0
Daca presupunem acum cés [ f(2) | de exista, alunci, considerind pe x
fix, vom avea =

5] l
. 1 nim :
f(x)==lim Y, — S [ () cos — ([—x) dL. (24)
l-00 n=1 Ty [
g nm e i : ;
Notind u,= T mENSTA e {=— 7 suma de mai sus devine

suma integrald a functiei

+
gl — %S f () cos u (t—x) df,

formata pentru intervalul [0, 4- ).
Prin urmare, limita din membrul doi al. formulei (24), devine

.l (o] 4o
—-—S du S f (t) cos u (I—2x) dt,
o Jo -

ceea ce ne conduce la formula

o +co
fi(a)— 1? So du S_wf (t) cos u (t—=x) dt. (25)

Aceastd formuld se numeste formula integrald a lui Fourier, iar integrala
din membrul doi se numeste integrala Fourier.
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Se demonstreazi:- cd : daca funcfia f: R - R si derivata f" sint continue
pe portiuni pe orice segment finit, iar f este absolut mtegrablla pe toatd axa Oz,
atunci formula mtegrala a lui Fourier-are loc pentru orice xeR. =

In formula integrald a lui Fourier, integrala interioari cste o functie pari
de u, ceea ce permite scrierea formulei sub forma :

= . 1 ' + e +o0
v f(r)::.i?{s_mdu S_ f(t) cos u(t-—x) Bt (26.)
Pe de altd parte, R T

+e0 AT
(@ sinu—a)ai -
)

este o funclie impara de u si deci

1 + e +c
—~—S dus f (f) sin u (t~x) dt=0
. 2n =0 Y e o 5

Putem atunc1 scrle =
f(.v):: )—ﬂs duS (1)(,‘”‘“ ey dl (‘7")

— oo

Aceaslid egalitate se numeste formula complexd a lui Fourier.

Analog ca si la serii Fourier ne punem problema, ce devine integrala Fourier
in cazul functiilor pare sau impare. ;

Dezvoltind in formula (25) cos u ({—x), se obline

1 (e o] + oo
— S dug f (£) (cos ul cos ux—+-sin uf sin ux) di =
T Jy =.00)

1 {ce] +oo
== ~—S cos ux du S [ () cos ul di+
0

-

1 ] + o0 i
- = S sin ux duS f(t)sin utdt
0

- 00

De aici deducem ca daca f este o functie pardi, formula integrala a lui
Fourier se reduce la

o ® .
()= = S COS UT dzzS f (¢).cos ut dif, - A an e (28)
T Jyp 0
jar daca f este o functie-impar#, atunci.
2 © GO
f(x)=— S sin uz duS f (1) sin uf dt (29)
T YJgs 0
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' §9. TRANSFORMATA FOURIER

Formula integrald ‘a lui Fourier poate fi reprezentati suh fOI‘m'l a doua

egalitati.
Notind : il
+00 S ‘
g ()= S_w f (1) eiut g (30)
atunci v
14
() — 5 S g (u) el“® du , 31)

Remarcam ca formula (27) are sens pentru toate functiile absolut inte-
grabile f. Ea definegte o aplicatie numitd fransformata Fourier, care face si
corespunda fiecarei functii f eL1 (— o0, +00) o functie bine determinata g

definitd pe toata axa reala.

Formula (31) care exprima functia f prin transformata sa, Fourier se
numeste formula de inversare a tran.sformalel Fourier.

Pentru a obtine o exprimare mai simetrica a celor doud formule, se obis-
nuieste a defini functia g prin formula:

+o sy nigh Gles
g (u)= T_S f (x) e~luz 4z : crmy A0)
Atunci fq;‘mula de inversare se va scrie :

f (z)= JEZ{S g (u) e du (31")

Functiile g si f definite ca mai sus se numesc una transformata Fourier
a celeilalte.
In ipoteza c& functia f este o functie pard, din (28), obfinem formulele

analoage
o= Y RS, 5
3wl 2 = 0 4 : S
f(x)='\/—-5—t—s g(u) cosuxdu : Pt 15133)

Functiile g sif se numesc in acest caz una transformata Fourier prin
cosinus &' celeilalte. 0

In ipoteza ca f este o functle impard, din (29), obtmem

si

g ()= '\/—i— So f (z) sin ux dx k= (34)
f (a:)~_ '\/——— N & (u) sin‘uz du - Sl s T (3BY

Func’;ule g si f se numesc in acest caz una transformafa Fourier prm smus
a celeilalte. :
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Observatie. In formulele (30') (31') (32), (33), (34) si (35), daca se considera
ci functiile ce figureazd sub semnul de integrala sint necunoscute, atunci
aceste formule pot fi privite ca niste ecuatii numite ecuafii integrale de tip

Fourier.
Solutiile acestor ecuatii sint date de formulele de reciprocitate cores-
punzatoare. Astfel solutia ecuatiei (30’) este datd de formula (31’) si reciproc.

Analog se intimpld cu egalitatile (32) si (33) respectiv (34) si (35).
Exemplu. Sa se rezolve ecuatia integrald

% i - z, pentru O<zxx1
S. g (u) cos ux du=h (), unde h ()= 0 it e

Putem scrie ecuatia data sub forma

\/% z, pentru 0<z<1

7 ®
\/—EE—S g (u) cos ux du=f (z) cu f (z) =
. 0, pentru xz>1
Observam ci in acest caz ecuatia este de forma (33) si prin urmare solutia
este datd de formula (32).
Avem deci

2 78“ sl 36
g ()= \/TE— : f (x) cos uxdr = i3 Sox cos uzx dz=

2 ) Lyt 11y 1
== SN = COSTU— ——
WU\ u (U u*
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